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Definition (Literal)

Die Konstanten 0 und 1 sowie alle Variablen
L1, -+ -5 Ln und negierten Variablen Z1,...,Tn
heilden Literale.

1und *1,---5%n heilRen positive Literale.

Ound Z1:---:Zn  heilen negative Literale.
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Terme

Definition (Term)

e Die Konstanten O und 1 sowie alle Variablen
xr1,...,T, heillen Terme.

e |sttein Term, dann ist auch (-t ) ein Term.

e Sind £, und £, Terme, dann sind auch (f, A {,)
und (f, v t,) Terme

e Wir lassen die Parenthese weg, falls der Term
ohne Parenthese noch eindeutig ist

e Aber was bedeutet x A y v x?
Gleich x? Oder gleich x v y?
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Disjunktive Normalform

Definition (Disjunktive Normalform)

Ein Term ist in disjunktiver Normalform (DNF)
gdw. er eine Disjunktion von Konjunktionen von
Literalen ist, d.h.

t=t vt,v.. vt n=>1

mit &= (I Al A aliy) 1<i<n und m,>1

wobei die l,.j Literale sind.

Etwas kompakter geschrieben, bedeutet das:

mM;

T
t=\ Al mit [;; Literal
i=1j=1
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Konjunktive Normalform

Definition (Konjunktive Normalform)

Analog zur DNF ist ein Term t in konjunktiver
Normalform (KNF) gdw. er eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist, also

m;

i=1j=1

Rech tze und

Verteilte Systeme ~ Mai 02, 2002 Vorlesung 3: Bool'sche Algebra 7



Zu jedem Term, d.h. zu jeder n-stelligen
Schaltfunktion, gibt es einen aquivalenten Term
In DNF und einen aquivalenten Term in KNF.
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Algorithmus zur Herstellung einer DNF
Algorithmus zur Herstellung einer DNF aus einem
beliebigen Term ¢t

oZiel: eine Negation steht nur noch vor Variablen.

Ersetze in t jedes Vorkommen eines Teilterms
der Form

t,  durch (Involution)
ty Nty durch t; Vi, (DE MORGAN)

t1 Vty durch t; Aty (DE MORGAN)
bis kein derartiger Teilterm mehr vorkommt.
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-erstellung einer DNF

2 Ersetze in t jedes Vorkommen eines Tellterms
der Form

t1 N\ (tg V tg) durch (tl N\ tg) V (tl /\ tg)
(tl V tg) N\ t3 durch (tl /\ tg) V (tQ A\ t3)

(Distributivgesetz)
bis kein derartiger Teilterm mehr vorkommt.
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_rstellung einer DNF

Achtung:

e der Algorithmus kann exponentiellen Aufwand
bedeuten (z.B. Konversion eines Terms in KNF
in eine DNF-Form)
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(1 Voo VI3) A (21 VT2 Va3) A (T7 V T3)
= (((:1:1 VxQVa:—g)Aa:l)v ((xy Vaa VT3) A (T2 V x3)))

(:rl /\:r;) V(zaAx) V(T3 Ax) V(21 Ve VTI3) A (T2 V 23)))
T VI
(x1 Axp) V (za Axq) V (T3 A 1)

V ((x1 V2 VT3) AT3) V (21 V 22V T3) A x3) )

A (T1V 73)
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( (.’131/\$1) ($2/\$1)V($_3/\$1)
V (1 AT2) V (2 V T3) A\ T3)
V ((x1 V2o VT3) Ax3))
/\(TVSE’Q)
( (.’171 A .’L'l) V (.’L’Q A\ .’,171) V (117_3 N\ 1:1)
V (£1 AT3) V (22 AN T2) V (T3 A\ T3)
V ((x1 V2o VT3)Ax3))
A (TTV 73)
— ( (.’171 A .’L'l) V (.’L’Q A\ .’,171) V (117_3 N\ 1:1)
V (11 AT2) V (22 AN T2) V (T3 A T3)
V (1 Azx3) V (2 VT3) Ax3) )
RV)s A (T1V7)
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= (A ATV (z2 A2y ATT) V(T3 A2y ATY)
A (3}‘1 A&‘J_gf\il}‘_l)V(iﬂg!\fﬂ_gf\iﬂ)\/(mgﬂfﬂgf\mﬂ
V(xy Ax3 ATT) V (2o Axg AT7) V (T3 A 23 AT)
Ve, A2y ATS) V(2o Axy AT3) V (T3 A2y AT3)
V(e AT ATZ) V(2o AT ATR) V (T3 AT A T3)
A (3}‘1AHJ;}f\ﬁi_g)\/(xg!\fﬂgf\m_g)\/(iﬂ_gﬂfﬂgﬁm_g)

= (ry AO)V (2 A0)V (T3 A0)
V (EAU)V(DAIE—l)V (:I?g/\fﬂzf\il?l)
V (23 AO)V (g A3 ANT7) V (0 ATY)
V(xy AT2) V(1 AO) V (T3 Ay AT3)
vV (.‘1?1 X\QI_Q)V(O/\:BQ)V(:B;?,/\:EQ)
V(xy Axs AT2) V(23 A0)V (0ATR)
= 0VOVOVOVOV (TZATAT) VOV (22 Azz3 AT) VOV (2, AT3) VO
V(TN AT) V(e AT) VOV (T3 AT2) V(e A3 AT3) VOV O
= (273!’\3323\271)\"(272!’\333}\27—1)\!{(271f"\iE_g)
vV (Ei_aﬁﬂ‘:l ./\.‘ITQ)V(mlf\ﬁz)\f(iﬂg/\fﬁg)\/(ml/\fﬂg/\m_g)

\'/
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e Achtung! Exponentiell heil3t impraktikabel!

#Variablen #Operationen zur Vereinfachung

n

VIS
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1
3
8
12
16
32
64

e Ampelbeispiel: 8 Eingangsvariablen

e DEP-Decoder: 16 Funktionen mit je 12
Eingangsvariablen

worst case > 2'n

>4G - 4G
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Definition (Minterm)

Ein Term ist ein Minterm, wenn er eine
Konjunktion aller in der Schaltfunktion
betrachteten Literale ist.

Es qilt:
minterm (by,...,b,) = (L A ... A ly)

mit [ — iy talls b@_ =1
T F falls b = 0
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minterm(0,1,1) = (ZT1 A 22 A x3)

Beobachtung:
minterm(0, 1, 1) ist nur 1 flr die Belegung
(0, 1, 1) der Eingangsvariablen.
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Definition (Maxterm)

Analog zum Minterm ist ein Maxterm eine
Disjunktion aller in der Schaltfunktion
betrachteter Literale.

Es qilt:
maxterm (by,...,b,) = (L1 V... V,)

mit [ — Xy talls b@ =1
T F falls b = 0
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Wertetabelle « DNF

e Nach dem Fundamentalen Satz fur bool'sche
Normalformen lalt sich jede n-stellige
Schaltfunktion in DNF darstellen.

e Uber eine Wertetabelle kann man auf einfache
Weise die Schaltfunktion in DNF herstellen,
indem man zu jeder Variablenbelegung (d.h.
Zeile in der Wertetabelle) die Konjunktion von
Funktionswert und Minterm bildet und diese A-
Terme miteinander ver-obper-t.

e Schauen wir uns das an einem einfachen
Beispiel an.

RIVIS
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e Eine Schaltfunktion sei durch ihre Wertetabelle

gegeben:

T1 Ty | f(z1,29)

0 0 0  £(0,0) A minterm(0,0) = 0A (T A T3)
0 1 1 f£(0,1) Aminterm(0,1) = 1A (T A 22)
1 0 1 f(1,0) A minterm(1,0) = 1A (21 A Z3)
I 1 0  f(1,1) Aminterm(1,1) = 0A (z1 A z2)

Rech tze und
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e Durch Disjunktion der einzelnen Zeilen erhalt
man die zugehorige Schaltfunktion in DNF:

fl@,22) = (0N (TAAT)) V(LA (77 A T3))
VIA@ AT))V(0A (21 Ax9))
0V (T7AT3) V (x1AT3) V O
= (T1AT3) V (21 A T2)

Ite Systeme  Mai 02, 2002 Vorlesung 3: Bool'sche Algebra 22



Kanonische disjunktive Normalform

Definition (Kanonische Disjunktive Normalform)

flxy, e, ..., xp)
= V  (f(by,ba,...,b,) A minterm(by,...,b,))
bi...b, €27

wobei die 01 - - - bn € 2" a1le méglichen
Belegungen der Eingangsvariablen sind, heilt
vollstandige oder kanonische disjunktive
Normalform.

Rech tze und
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e Eine Schaltfunktion sei durch ihre Wertetabelle
gegeben:

f(xy, 9, x3) | minterm(zy, xo, x3)

1 T3 N\ To N7
T3 NTo N\ Ty
T3 NTog N1
$_3/\£CQ/\$1
T3 N\ To N\ T
T3 N\ To N\ 2y
T3 \NTo NTq
T3 N\ To N\ Ty

Lo o o oS

—_—_ o o~ = o o8
—_ o = o o~ o8

_—O = O O O O

Rech tze und
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e Dadurch ergibt sich die folgende KDNF
f(xl,ﬂl'g,xg): (1/\33_3/\55_2/\.’17_1)
V (0 AT3 ATy A x1)
V (0A T3 A xo A T7)
V (O/\.’l?_3/\£€2/\1?1)
V (0N z3 AT A\ T7)
V (1/\:1?3/\55_2/\3’)1)
V (1/\3?3/\372/\3’)1)
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Beispiel - Vereinfachung der KDNF

e Da die 0-Terme bei der Disjunktion keine Rolle
spielen, lasst sich die KDNF folgendermalden

vereinfachen:

f(T1 X2, ;1’3'3)
= (FTTATIAT3) V (21 AT A x3) V (71 A 29 A T3)

b - -

e

(.‘131 /\:133)

— (ﬂ/\f;{,—g/\q—;) V (:L‘l /\333)

e Im zweiten Schritt wurden die letzten Terme
zusammengefasst, da sie sich nur dadurch
unterscheiden, dass x, einmal als positives und

einmal als negatives Literal auftritt.
RIVIS
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e Die eben angewendete Regel lasst sich wie
folgt verallgemeinern:
Terme der Art

V(AN AN AL AL AT, VL

konnen zusammengefasst werden zu:
Y A AN 7R IVA\Y #H 1/ANA\S 5 I VAR

Rech tze und
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e Bewels:

(AAXAB)v (AA—=xAB)
(AABAX)Vv (AABA—=X) (Kommutativitat)

= (AAB)A(Xv—Xx) (Distributivitat)
= (AAB)AT (selber priifen!)
= (AnB) (selber priifen!)

Rech tze und
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Karnaugh-Diagramme

e graphische Darstellung einer Schaltfunktion
aquivalent zu Wertetabelle oder Normalform

e geeignet um Schaltfunktionen mit bis zu n =4
Eingangsvariablen zu vereinfachen

¢ Funktionswerte werden in ein Diagramm mit 2"
Feldern eingetragen

e durch Blockbildung konnen mehrere Minterme
zu einem einfacheren Term zusammengefasst
werden

Rech tze und
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_ Eingangsvariablen

e Tabellen-Schema fur zwei Variablen:

L 0 1

0 | £(0,0) f(
1| £(0,1

e Minterme der einzelnen Tabellenzellen:
f(0,0): Ty ATy f(1,0): 2y ATy
f(O,l) T1 N\ X9 f(].,].) T1 N\ To

me Mai 02, 2002 Vorlesung 3: Bool'sche Algebra 30



K-Diagramm fur drei Variablen

e Tabellen-Schema fur drei Variablen:

52| 00 0.1 1. 1.0
0 f‘(of‘ O:‘ 0) rf(lj'o: 0) f‘(lﬁ 1?0) f(oj ]‘?O)
1 f‘(oj O:‘ 1) ¢)(‘(17'03 1) f(ljl? 1) j‘(oj 13 1)

e \Wertebelegungen fur x,, x, werden gemalf’
Gray-Code angeordnet:
Zwei aufeinander folgende Spalten
unterscheiden sich in genau einem Bit

e Achtung! Variablenreihenfolge!

Rech tze und
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e Tabellen-Schema fur vier Variablen:

25 L]
L4,

0,0 0,1 1,1 1,0

= O
o = =D

Rech tze und
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7(0,0,0,0) f(1,0,0,0) f
£(0,0,1,0) f(1,0,1,0) f
£(0,0,1,1) f(1,0,1,1) f
f(0,0,0,1) f(1,0,0,1) f

e T e
e e
— = = =
o = =D
—_—— O O
T e
e N e T
C:DHDCJ
— e |,
O = =D
—_—— O O
S

o Wertebelegungen fur x,, x, sowie fur x,, x,
werden gemal Gray-Code angeordnet

e Achtung! Variablenreihenfolge!
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-

e Schaltfunktion
f(CCl,QZ'Q) — (.’L‘l A\ .’E_Q) V (.’L‘l A\ 332)

Wertetabelle: Eintrag in das K-Diagramm:
1 T9 f(.’l?l, .’Eg) M 0 1

0 0 0 0 [0 (1
0 1 0 10@
Bl
1) 1 1

e vereinfachte Schaltfunktion
f (171, 33‘2) — I1

Rech tze und
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Ko, s

e Schaltfunktion

[z, 29,23) = (TT A2 AT3)V (TT A2 Ax3) V(g AT2 AT3) V (21 ATz A x3)

e K-Diagramm

25 2 0.0

RIVIS
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0,1 1,1 1,0
0 0 (1 0 1
1 0 1 0 1
e vereinfachte Schaltfunktion

f(x1,20) = (T2 Axy) V (22 A7)



Ko s

e Schaltfunktion
f@y, @9, 23) = (TIATZA23) V(TIA T2 AT3) V (01 AT3 AT3) V (21 Ay A 23)
e K-Diagramm
2, L1

T3 0,0 0,1 1,1 1,0

0 0 (1) 0 (1
1 0

e Die Schaltfunktion ist durch das K-Diagramm
nicht weiter vereinfachbar

RIVIS
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-rbestimmte Funktion

e Eingangswertkombinationen, fur die der
Funktionswert nicht festgelegt ist, konnen zur
Blockbildung mit 1 oder O belegt werden

0 1 1 0
0 |1 X o [,z =

2,01

x3 0,0 0,1 1,1 1,0
0
1
2, L1

T3 0,0 0,1 1,1 1,0
0 1 X 0 1
1 1 0 0 1

RIVIS
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Nachteile und Einschrankungen von K-
Diagrammen

e Ab vier Eingangsvariablen werden Karaugh-
Diagramme zu unubersichtlich

fur 5 Variablen: fur 6*\_/a_riablen:
BC ww 7 7 I;ﬁf
DEN_00 01 11 10 _:;,'"ff/ff f
A=0 r:r:/ / / 7 "W 7 =
i a IR
11 1 1 a1 ,f") ';"I
“fé/// : f’/: | Vi
BC | '@——u -
pe~lod o1] 41] [ 1o B0 00 ool L an] 1o
A=1 00 'I/ a1 9/ 7
i l{,fl / ).-"
/Ay aava o/ 77 T
gl /5 za
10 Ifl";-:hm il |I1 L4
/ / / / / AB- 10 ',-""E ;’ ff"{ }f,ff
RVIS 77T
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Quine-McCluskey-Verfahren

1 Zeilen der Wertetabelle werden so umgeordnet, dass
Gruppen aus Mintermen entstehen, die die gleiche
Anzahl positiver Literale haben. Hierbei werden nur
solche Zeilen betrachtet, bei denen der Funktionswert
der Schaltfunktion gleich 17 ist.

2 Verschmelzung jeweils zweier Minterme aus
unterschiedlichen Gruppen, die sich nur um die
Negation genau einer Variablen unterscheiden und
Streichung doppelter Zeilen.

3 Wiederholung von Schritt 2 bis keine weitere
Vereinfachung mehr moglich ist.

4 Disjunktive Verknupfung dieser nicht mehr weiter
zusammenfassbaren Terme (Primimplikanten) ergibt
vereinfachte Schaltfunktion

Rech tze und
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e ursprungliche Wertetabelle

zele | T1 T2 T3 f(xq,T9,23)
o] 0 0 0 0
Ll o 0 1 0
>l o 1 o0 0
s o0 11 0
s |1 0 o0 1
s |1 0 1 1
6 | 1 1 0 0
2 T T T 0

\'/
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e Schritt 1: Umordnung

Zeile | X1 X2 X3 f(:ltl,llfg,,élfg)

4 1 0 0 1 1 positives Literal
5 1 0 1 1 2 positive  Literale

e Schritt 2: Verschmelzung

Ty T2 3 _f($13$2:x3)
45 | 1 0 ] 1

Zeile

e Schritt 4: vereinfachte Schaltfunktion
f(.’,Ul,ZUQ,xg) — f(xlaxQ) — &1 Ax—?

Rech tze und
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el 2

e ursprungliche Wertetabelle

Zeile | L1 T2 X3 X4 f(il?l; L2, L3, 374)
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1
2 0 0 1 0 1
3 0 0 1 1 1
4 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 0
6 0 1 1 0 0
7 0 1 1 1 1
8 ] 0 0 0 1
9 1 0 0 1 1
10 1 0 1 0 1
1 1 0 1 1 0
12 1 1 0 0 0
13 1 1 0 1 0
14 1 1 1 0 1

RIVIS 15 1 1 1 1 1
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piel 2

e Schritt 1: Umordnung

Zeile | X1 X2 A3 A4 f(.fl’}l, To, T3, 56'4)
0 0 0 0 0 1 0 positive Literale
1 0 0 0 1 1 1 positives Literal
2 0 0 1 0 1
8 1 0 0 0 1
3 0 0 1 1 1 2 positive  Literale
9 1 0 0 1 1
10 1 0 1 0 1
7 0 1 1 1 1 3 positive  Literale
14 1 1 1 0 1
15 1 1 1 1 1 4 positive  Literale

VIS
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e Schritt 2: Verschmelzung

Zeile

X1

=
N

X3

X4

0, 1
0,2
0,8

o O

e

O

1,3
1,9
2,3

2,10
8,9

8, 10

(@) 1

(@) 1

S OO OO o0 o O

O == O

—_—— O O 1

[>T

3,7
10, 14

j—le—lb—ll

7,15
14,15

Rechnernetze und .
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—_— O = (O 1

0 positive

1 positives

2 positive

3 positive

el 2

Literale

Literal

Literale

Literale
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e Schritt 3 —» Schritt 2: Verschmelzung

Zeile | 1 T2 T3 T4
0,1,2,3 0 0 0 positive Literale
0,1,8,9 0 0 -
0,2,8,10 0 - 0
3,7 0 - 1 1 2 positive  Literale
10, 14 1 1 0
7,15 1 1 3 positive Literale
14, 15 1 1 1 -

e Schritt 4: vereinfachte Schaltfunktion
JCoy, x3,04) = (TIAT2)V (T2 AT3)V (T2 ATH) V(T A x3 A\ 2y)
\/(.’131 A$3Am)v (1172/\5173/\1174)\/ (.131 /\332/\333)
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Synthese von Schaltwerken

Funktionsgleichung: Funktion:
Axp o x, ) verbale Formulierung

Wertetabelle I

DNF

|

Reduktion I
' év

Schaltplan I
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