KAPITEL 16

Herleitung einer Berechnung von Littlewood und Strigini

16.1 Bayessche Wahrscheinlichkeitsrechnung

Gesucht sei die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZV T', d.h. der Zeit bis zum néchsten
Programmfehler. Sei \ die Rate bzw. © = A~! die mittlere Zeit, mit bzw. in der ein
Fehler im Programm auftritt. Damit ist 7" aufgrund des vorliegenden Poisson-Prozesses
Erlang-verteilt mit Parameter n = 1:

pr(k) = Exl(k; An)|,_, = Ae M

Dieses ) ist aber ebenfalls nicht genau bekannt und damit eine ZV. Man erhalt also
fir T lediglich eine die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p 1 |, fiir die Verteilung der
ZV T. Die Wahrscheinlichkeitstheorie nach Bayes erlaubt es jedoch nun, auf der Basis
von Beobachtungen, in diesem Fall der Zahlung von aufgetretenen Programmfehlern
z lUber einen bestimmten (ldngeren) Zeitraum t(, eine zuvor a priori angenommene
Verteilung, in diesem Fall der der Rate )\, dahingehend anzupassen. Aus dem Satz
von Bayes erhélt man

Datol) * PA
f(o)opz,to|)\(xlvt67 T‘) ' p)\(r)dr

DAto,e = (16.1)

wobei p, |\ die Likelihood Funktion von A ist. Diese ist aufgrund des vorliegenden
Poisson-Prozesses poisson-verteilt nach:
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t/,r x’ Y,
L d0) = pagun (@' ) = LTt

Bei der Wahl der apriori Verteilung werden in den folgenden Abschnitte nun zwei
unterschiedliche Ansatze verfolgt.

16.2 Homogene Anpassung

Die Anpassung der Verteilung von A aufgrund des Wissens durch die Beobachungen
sei homogen, d.h. in Beibehaltung der Familie der apriori Familie fiir die aposteriori
Annahme und damit lediglich durch Anderung der der Verteilung zugehérigen Hyper-
Parameter. Damit muss die apriori (und damit auch aposteriori) Verteilung konjugiert
zu der Poisson Verteilung sein. Dies ist die sogenannte Gamma-Verteilung, gegeben
durch

—br
— ba,ra—l €

T(a) (16.2)

Gamy(r; a,b)

wobei ['(-) die wie folgt definierte Gamma Funktion sei:

o0
I'(z) = /tw_le_tdt
0
und « und b die Hyper-Parameter der Verteilung, auf die im folgenden noch naher
eingangen werden wird. Damit erhilt man also aus Glg. (16.1) die a posteriori
Verteilungsdichte fiir die Rate nach oben erwédhnte Beobachtung

Paato (152, 1) = Pajtol> * PA _ DPago (@ tgr) - Gamy(r;a,b)

) 0/ — =

ot fooo Pato\ (@' 5t0,7) - pA(r)dr fooo Paton (@ ty,r) - Gamy (r; a,b)dA
(ti;,)!meftfﬂ“ . ba,r,afl% r(a“’ﬂ?,)—le—(b-i-té)r

) Jo~ —%T);x/ e~tor . b“rail%d/\ B Jo© rlata)—le=(b+to)r gy
z'! T
(atz')—1 —(b+t6)r(b + t/ >a+x/
: c 0 . / /
B F(O/ + x,) = Gam)\|l‘,to (T, a + T 3 b + to)
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Und so 143t sich nun die anpasste Verteilung p(t|z,to) von 7' nach den Beobach-
tungen angeben:

oo

pT|x,t0(t7x/7t6) = /pT|A(t7r)pA|x,to<T7x/7t6)dr

(bt AT e (Y
re . T
I'(a+ ')

oo

_ (b + té))a-i-x’ /)\a+xle_(b+t6+t))‘dr
I'(a+2")

o0

ubst.z=(...)r (b + th)e+e’ /
Sbt:( ) ( + 0) /( Z/ )a-i—xe—zdz
F(a+x’) b+t0+t

0
00

(b + tp) ™ +a -

0
—_——
I'(a+2'+1)=I"(a+2z")-(a+z')
(b+ )" (a+a)
(b_|_ t6 + t>a+a:’+1

Daher folgt nach der Beobachtung von z Fehlern im Zeitraum ¢ fiir anzunehmende
Zuverlassigkeit des zu untersuchenden Programms, d.h. der Wahrscheinlichkeit, dass
zum Zeitpunkt ¢ noch kein Fehler aufgetreten ist (7" > ¢)

oo o0

R(t|z,to) = P(T > t|z,tg) = /pT|x,to (t'a,to)dt’ = /
t t
B |: (b—l—to)a_‘—w(a—kx) ]OO B (b_'_tO)a—l—a:

(a+z)(b+to+t)etz |, (b4t +t)ate

(b+t9)* *(a + x)

dt’
(b—|—t0 + t/)a—l—x—l—l

Im Falle von Ultra-hoch zuverldssigen Systemen ist in der Regel kein Fehler in
realisierbaren Testzeitriumen zu beobachten, d.h mit 2 = 0 vereinfacht sich die
Formel zu
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b+t ¢

Offen gelassen wurde bisher, wie man die Hyper-Parameter der apriori-Verteilung,
in diesem Fall die beiden in Glg. (16.2), zu wéhlen hat. Sie driicken unweigerlich
bereits ein so notwendiges Vorwissen iiber die Verteilung der Fehlerrate A und damit
auch von T'.aus. Die Forderung nach einer Unvoreingenommenbheit ist nicht trivial
umzusetzen wie man am vorliegenden Problem sehen kann. So ist A Gamma-verteilt,
d.h. aposteriori ist sie Gamy(r; a + 2,b + tg). Zur Minimierung des Einflusses der
Parameter ¢ und b aus der apriori Verteilung, miissen diese zu den beobachten
Groflen z und ¢, vergleichsmaRig klein sein, d.h. man erhélt im Limes a,b — 0 eine
vorannahmenfreie Verteilung:

(b + t6)a+m’ra+x’flef(b+t6)r

. . / I 1
Jpm Gamaje o (st bt ) = lm, I(a+ )
(té)xlrx'—le—(t{))r )
- 0
3 («" #0)

= Gamy, 1 (r;2',t9) (2" #0)

Die vorannahmsfreie Dichtefunktion nach obigem Limes ist allerdings (bedingt
durch die I'-Funktion) nicht definiert fiir oben angenommenen Wert fiir x = 0 und
damit auch die entsprechende Herleitung fiir die von 7' und daraus folgend die
Formel der Zuverldssigkeit.nicht mehr giiltig.

16.3 Vorurteilsfreie \-Verteilung

Ein Weg, das Problem mit der Wahl von Hyper-Parametern zu umgehen, ist die Wahl
einer (parameter-freien) Gleichverteilung der Form

ign.

Dy

1

Diese Funktion liefert wohl keine wohldefinierte Wahrscheinlichkeitsdichte, da
das Integral der Gesamtwahrscheinlichkeit nicht existiert und damit die Dichte nicht
normierbar ist. Jedoch liefert sie eine wohldefinierte aposteriori Verteilung (fiir x = 0)
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ign.
ign. 7y _ - ign. / Glg.(16.1) Pz to|X " Py
Pylwt <T,O,t0) = Pylwt (T,Ji,t())‘x:o - on. |x=0
o oo S5 Prgoln (@'t ) - P ()
(té)xt)lz e_té)r | 6_t6r t/ —t6r
= o, le=0= T - = Lo¢
fooo (t(ﬁ et dr o € ‘ondr
und hieraus nun eine ebenfalls wohldefinierte Verteilung fiir T
oo
pljgf;"to(t,o,té]) = /pT)\(t7T>p)\m,to(T707t6)dr
0
oo . o0 N | y
Xty _—thr / —A(t+t] 0
= [ re Mtge 0"dr =t re odr = ———=
/ ° 0/ (t + 1)
0 0
Die letztendlich gesuchte Zuverlassigkeitsfunktion lautet nun
o0 (ee] ,
. ; t
R'8™(t|0,tg) = P(T > t|0,to) = /p‘ﬁi‘,to(t’,O,to)dT = / mdt/
t t 0
__ty
(t+1t)

16.4 Fazit

Betrachte man die Zuverlassigkeitsfunktion des zweiten Ansatzes, dargestellt im
Graphen 16.1, so erkennt man, dass man nach einem fehlerfreien Testzeitraum
to fiir einen gleichlangen Folgezeitraum nur in der Hélfte der Fille keinen Fehler
erwartet. Somit muss man hier einsehen, dass diese Methode zur Verifizierung
hoch-zuverldssiger Systeme unbrauchbar ist, da der Testzeitraum unrealisierbar gross
sein miisste.

Als Abschluss soll nun noch das Ergebnis des ersten Ansatzes nochmal aufgegriffen
werden, um zu iiberlegen, welche apriori Annahme in Form der Hyper-Parameter man
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Abbildung 16.1: Zuverlissigkeitsfunktion R'&™

eigentlich treffen muss, um nach einer noch realisierbaren Testzeit, hier ¢y = 103k, um
eine um GroBenordnungen grof3eren, mittlere Laufzeit bis zum Auftreten eines Fehlers
des Programms, z.B. T = 10°, zu verifizieren, d.h. eine Zuverlissigkeit von 50% fiir
diesen Zeitraum zu erreichen. Setzt man diese Vorgaben in die Zuverlassigkeitfunktion
aus Glg. (16.2) ein, erhilt man als Beziehung zwischen den Parametern

b+ to a 11
R(t =105z = 0,tg = 10%;a,b =<—) L2
( | ’ )‘t:106’x20’t°:103 b+to+t) |io10649=108 2
N In2 In2
a — et
In(b+to+t) —In(b+to) [,y sy=10s  (b+10% +10%) — In(b + 10%)
1 1
Sb= —t—1t) = 108 — 103
V2-1 t=106,t0=103 V2 -1

Davon ausgehend, dass wir zumindest annehmen miissen, wann wir mal einen
Fehler beobachtet haben, erhalten wir fiir die Zuverlassigkeit dieser Annahme
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Abbildung 16.2: Zuverléssigkeits- R und Parameterfunktion a(-) (links) bzw.. b(-)
(rechts) (T = 105,t, = 103)

RPIOM(tq = 1,b) = <—b )

b+t a=1,t
, a; 1106 —-10% \“
= RPU(tg=1) = L
37100 — 103 +¢

106 — 103
106 — 103 + ¢

a=1

Abb. 16.2 zeigt die zugehorigen Diagramme

Daraus folgt, dass wir bereits eine Zuverlassigkeit in der Grossenordung anneh-
men miissen, die wir dann auch verifizieren wollen. Damit ist dieser Ansatz ebenso
unbrauchbar.






